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Eksotiske
strukturer

1Ssyv dimensioner

- gav Abelpris til Milnor pa seks millioner

Abelprisen gik i 2011 til den amerikanske matematiker John Willard Milnor
»for banebrydende opdagelser inden for topologi, geometri og algebra.«

Vi ser her neermere pa prisvinderens arbejde.

Af Vagn Lundsgaard Hansen og Poul G. Hjorth

B Det kom som en stor over-

raskelse for den matematiske

verden, og ogsé for ham selv, da SO S ]‘ 2
John Milnor i 1956 opdagede,

at der er mere end én differen-

tiabel struktur pd den 7-dimen-

sionale sfere. Bare at beskrive 1
det underliggende geometriske

objeke er vanskeligt. Kort fortalt

kan man fra hvert punkt i den
7-dimensionale sfre bevege sig

ud i objekeet i syv uathengige

retninger helt i analogi med, at

man fra hvert punkt pa en kug-

leflade (sfzere) i det seedvanlige v
fysiske rum kan bevege sig ud

pd fladen i to uathengige ret-

ninger. Opdagelsen af eksotiske [ ]

differentiable strukturer pa den
7-dimensionale sfere er uden

tvivl Milnors mest banebry- Hlustration af tre forskellige dimensioner: S%, den 2-dimensionale sfere i det 3-dimensionale rum. S', den
dende opdagelse, og dermed en  I-dimensionale sfare — eller enhedscirklen. SO ¢1, som den eneste i den store familie af sfarer, adskilt i to styk-
veesentlig grund til, at han nu ker, to punkter. Bemark, hvorledes sfererne ligger inde i hinanden; S° er to antipodiske punkter pa S', som
er blevet hedret med Abelpri- igen er akvator i S*.
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sen. Vi vil i det folgende kigge
narmere pa dette dybtliggende
resultat.

Sfeerer op til 3 dimensioner
Nir vi bruger ordet “kugleflade”
tenker de fleste pa netop dette:
overfladen af en kugle. Det

kan vare en billardkugle, eller
miske en fodbold. Vores jord-
klode er omtrentlig kugleformert,
og fra dette eksempel stammer
mange af betegnelserne for de
abstrakte termer. Lokalt synes
kuglefladen at vere flad, dvs. at
have 2 dimensioner, ligesom et
stykke papir, eller et landkort.
Matematikerne kalder denne
flade 8%, den 2-dimensionale
sfere i det 3-dimensionale rum.
Men der er jo andre dimensio-
ner end 3.

Gar vi forst nedad i dimen-
sion, si er $1, den 1-dimensio-
nale sfere, kendt og elsket som
enhedscirklen (se figur 1). Den
er lokalt en linje, altsa lokalt
1-dimensional, men krum-
mer rundt og lukker sig, s den
aldrig har nogen begyndelse
eller opher. Cirklen er derfor
i mange sammenhenge brugt
som symbol pa noget ende-
lgst og uopherligt. Alligevel er
den, som alle sferer, af ende-
ligt omfang. Cirklens sam-
lede omkreds er tallet 7 gange
cirklens diameter. Der findes
en endnu lavere dimensional
sfeere, nemlig dimension 0; den
0-dimensionale sfere S®er, som
den eneste i den store familie
af sfeerer, adskilt i to stykker, to
punkter. Vi ser, hvorledes sfe-
rerne ligger inde i hinanden; S°
er to antipodiske punkter pa S,
som igen er zkvator i S2.

Hvad med

hgjere dimensioner?

Her ma vi slippe de simple bil-
leder og illustrationer. Vi for-
nemmer jo at befinde os i et
3-dimensionelt rum (muligvis
med “sma” ekstra dimensioner,
hvis strengteoretikernes teorier
har noget pé sig, men i hvert
fald 3 store tydelige dimensio-
ner: lengde, bredde og hejde).
Et punkt i det sedvanlige
3-dimensionale rum kan derfor
fastlegges ved tre koordinater
(lengde, bredde, hgjde), som

ordnes i et talszt x = (x;, x,, X3),

kaldet en 3-dimensional vek-
tor. Vi kan beregne afstande
mellem punkter i rummet ud
fra deres koordinater ved at
udnytte Den Pythagorziske
Lezresetning om lengderne af
siderne i en retvinklet trekant.
Dette afstandsbegreb i rum-
met kaldes for den euklidiske
afstand. Den 2-dimensionale
sfere S2 kan s beskrives som
meangden af punkter x i rum-
met, der har den euklidiske
afstand 1 (radius i sferen) fra
koordinatsystemets origo (cen-
trum for sferen), altsd meng-
den af punkter x = (x1, x2, x3)
hvorom det gelder, at
x2+x2+x2=1.

Talrum

Den 2-dimensionale kugle-
flade er overfladen af en kugle,
der ligger inde i det 3-dimen-
sionale rum, dvs. §2 har brug
for et 3-dimensionalt rum at
krumme sig i, pd samme méde
som S! har brug for en plan, og
S? har brug for en linje at vare
indlejret i. Det betyder imid-
lertid, at S? er en delmengde
af et 4-dimensionalt rum, dvs.
et rum med 4 retninger. Og et
siddant rum er meget svart at
forestille sig og endnu svaerere
at illustrere. Vi ma derfor stole
pa, at vi et langt stykke hen af
vejen kan gore de samme ting i
dimensioner hgjere end tre som
vi kan ggre i det seedvanlige
3-dimensionale rum. Og det
kan vi ved at holde os til koor-
dinatbeskrivelser.

Vi indforer hertil de sikaldte
talrum R™, som giver mening i
alle dimensioner. Det 4-dimen-
sionale talrum R#* indeholder
sdledes alle 4-dimensionale
vektorer x = (x, X, X3, x4). En
populer méde at forestille sig de
fire dimensioner pd er at tenke
pa de tre forste koordinater som
de sedvanlige rumlige koor-
dinater og den fjerde koordi-
nat som tiden. Ved at foje flere
koordinater til fir man forst det
5-dimensionale talrum R3, der-
efter det 6-dimensionale talrum
RS, etc. I alle talrummene har
man et afstandsbegreb svarende
til den euklidiske afstand i tre
dimensioner beregnet ved en
generaliseret brug af Pythagoras’
formel.

Aktuel

Naturvidenskab | 6] 2011

A BELPRISEN 2011

En Princeton Mand

John Willard Milnor blev fgdt den 20. februar 1931 i Orange, New
Jersey i USA.

John Milnor har gennemfgrt hele sin universitetsuddannelse ved
Princeton University. Efter bachelorgraden i 1951 begyndte han straks
med forskning hvor han udviste et sa enestaende talent at han i 1953
helt useedvanligt blev ansat ved Princeton University endnu fgr han var
feerdig med sine doktorgradsstudier. Han erhvervede doktorgraden i
1954 med den kendte topolog Ralph Fox som vejleder.

Med finansiering fra Alfred P Sloan Foundation kunne Milnor i
perioden 1955-59 fortseette sin forskning ved Princeton University.
Her blev han udneevnt til professor i 1960, og da han i 1962 modtog
Fields-medaljen i matematik fik han det prestigefyldte Henry Putman
professorat. Milnor var ansat ved Princeton University frem til 1967.
Efter kortere perioder ved University of California, Los Angeles, og
Massachusetts Institute of Technology, vendte han i 1970 tilbage
til Princeton som permanent medlem af byens bergmte Institute for
Advanced Study.

1 1989 blev Milnor ansat som den fgrste leder af Institute for
Mathematical Sciences ved Stony Brook University i New York. Her
er Milnor fortsat en af universitetets mest prominente professorer
og han er stadig medlem af ledelsen ved Institute for Mathematical
Sciences. John Milnor har spillet en vigtig rolle i American Mathe-
matical Society, hvor han var vicepraesident i perioden 1975-76. |
mange ar var han redaktgr for det hgjt ansete tidsskrift Annals of
Mathematics.

Vi kan nu fastlegge den
3-dimensionale sfere S3 som
den delmzngde af det 4-dimen-
sionale talrum R%, som bestir
af alle 4-dimensionale vektorer
x = (x1, %y, x3, x4) hvorom det

gelder, at

X2+ x5 +x5+x2=1.
Tilsvarende er den 4-dimensi-

onale sfere $% en delmangde af

det 5-dimensionale talrum R,

og helt generelt er den (n-1)-di-
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kone Dusa McDuff.

mensionale sfere $*1 en del-
meangde af det n-dimensionale
talrum R® for alle dimensioner
n=1,2,3,

Differentiable strukturer
Lokalt kan en kugleflade som
§? beskrives som om den var en
del af en 2-dimensional plan.
Det er det, vi gor med et land-
kort; kortet beskriver et lille
afgrenset stykke af kuglefladen.
Intet fladt landkort kunne vare
en tro gengivelse af kuglefla-
den, alene af den grund, at man
pd kuglefladen kan gd i den
samme retning hele tiden og pa
et tidspunkt komme rundt og
tilbage, hvor man startede. Det
kan man ikke pé et stykke papir
uden at skifte retning. Alle, der
har provet at legge en appelsin-
skreel ud pa et fladt bord, ved, at
appelsinskrellen gar i stykker.
Kun ved at sammenstykke hele
fladen af et antal “lapper” eller
lokale kort, kan man kortlegge
hele fladen.

Men kortene skal ogsa passe
sammen, saledes at man kan
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starte pa det ene kort, ga hen
over en fzlles zone, og fort-
sette pd det andet kort, uden at
der kommer spring eller kneek i
ens position. Det kalder mate-
matikerne, at der er et “glat”,
eller differentiabelt, overlap
mellem kortene pd fladen. Den
totale samling af alle mulige
kort, der indbyrdes overlap-
per glat, kaldes en differentiabel
struktur.

Tilsvarende begreber kan
indferes for sferer i vilkarlig
dimension og mere generelt for
geometriske objekter, som pa
sma stykker kan beskrives ved et
af talrummene, kaldet mangfol-
digheder.

Kan der vere mere end én
vasensforskellig differentiabel
struktur pd en kugleflade? Det
ville man ikke tro umiddel-
bart, og det gelder da ogsé i de
umiddelbart anskuelige dimen-
sioner 7 = 1 og 2 at der kun er
en differentiabel strukeur pa S™.
Det samme er ogs tilfeldet for
n=13,5 0g6, men her er det
langt fra trivielt at bevise.

Det foruds=tter indled-

ningsvist, at man kender sva-
ret til den sikaldte generalise-
rede Poincarés formodning som
topologisk karakteriserer S". 1
dimension sterre end 5 blev
denne formodning bevist af
den amerikanske matematiker
Steven Smale i banebrydende
arbejder om mangfoldigheder
omkring 1960 (som ogsa for-
tjener en Abelpris!).

I dimension 4 blev Poinca-
rés formodning bevist i 1983
af den amerikanske matema-
tiker Michael Freedman, og i
dimension 3 af den russiske
matematiker Grigori Perel-
mann i 2002. Der skal imid-
lertid mere til og dette er ikke
kendt i dimension 4. Antallet
af differentiable strukturer pd
S* er derfor den dag i dag et
ulgst problem. Milnor kendte
naturligvis Smales arbejde, da
han i 1956 opdagede noget
totalt overraskende. Den
7-dimensionale sfere tillader
mere end én differentiabel
struktur!

Eksotisk klippe-klistre
med kugler

En sfere i et talrum er randen
pa den kugle den omslutter. I
talrummet R er sferen S™!
saledes rand pa den 7-dimensi-
onale enhedskugle D™ for alle n
> 1. I smé dimensioner kender
vi D2 og D? som henholdsvis
en cirkelskive og en sedvanlig
3-dimensional kugle med dia-
meter 2, mens D! blot er et lin-
jestykke af lengde 2.

Nu sker der ting og sager.
Huvis vi klipper kuglefladen §2
op langs zkvatorcirklen S! fir vi
to kuglekalotter, der kan opfat-
tes som to rundbuede eksem-
plarer af D? med enhedscirk-
len S! som rand, Det betyder
si omvendt, at hvis vi limer
to eksemplarer af D? sammen
langs den felles rand S* far vi
kuglefladen S tilbage i fin form.
Hyvis man for man limer sam-
men finder pa at flytte rundt
pa punkterne i randen af det
ene af de to eksemplarer af D?
ved en sikaldt diffeomorfi af

enhedscirklen, fir man igen




et 2-dimensionalt geometrisk
objekt. Og til vores forblof-
felse er dette geometriske objekt

ogsd en flade @kvivalent med S2.

Dette er ikke helt trivielt at vise,
men det er sandt.

I en vilkarlig dimension
n=1,2, 3, kan man fore-
tage tilsvarende ting med den
n-dimensionale enhedskugle
D*. Her kan man lime to
eksemplarer af D™ sammen
langs den felles rand $*! langs
en diffeomorfi af $*1. Og igen
fir man et geometrisk objek,
som er topologisk ®kvivalent
med den 7-dimensionale sfere
$®. Disse nye “sferer” kendes
under navnet homoropisferer.

Eksotiske differentiable
strukturer pa sfeerer

Det var i forbindelse med kon-
struktioner af homotopisfe-
rer, at Milnor i 1956 opdagede,
at man p3 flere mader kunne
legge en differentiabel strukeur
pd den 7-dimensionale sfere.
Til sin egen store forbloffelse
havde Milnor under forseget
pa at vise, at en given homo-
topisfere var en sedvanlig glat
7-dimensional sfere, i stedet
opdaget den forste eksoziske dif-
ferentiable struketur.

Milnors opdagelse i 1956 af
eksotiske glatte sfeerer af syv
dimensioner var fuldstendig
uventet.

Med et szt havde denne
opdagelse fojet en ny span-
dende gren til de geometriske
discipliner: differentialtopologi.
Nogle af de mest fremragende
matematikere fra slutningen af
1900-tallet har arbejdet med
at forstd og udforske geome-
triske objekters differential-
topologiske egenskaber og
omradet er stadigt aktivt. Sam-
men med den franske mate-
matiker Michel Kervaire arbej-
dede Milnor selv videre med
sin opdagelse og gav en fuld-
stendig liste over alle forskel-
lige differentiable strukturer
pa sferer ogsd i mange andre
dimensioner. Specielt viste de,
at den 7-dimensionale sfere
har nejagtig 28 forskellige dif-
ferentiable strukturer, og at den
11-dimensionale sfere har 992
forskellige differentiable struk-
turer.

ABEL

PRISEN

Det Kgl. Norske Videnskabernes Selskab uddeler hvert ar en pris

i Nobelprisklassen, som heedrer en fremtreedende matematiker.
Prisen er opkaldt efter den store norske matematiker Niels Henrik
Abel (1802-1829) og er pa 6 millioner norske kroner. Abelprisen blev
uddelt farste gang i 2003 og den farste prismodtager var den franske
matematiker Jean-Pierre Serre (f. 1926). Igen i 2011 er det lykkedes
for priskomiteen at finde en prismodtager af allerhgjeste karat. Valget
af John Willard Milnor som arets prismodtager cementerer yderligere
Abelprisen som den maske mest eftertragtede pris i matematik.

En veerdig Abelpris-
modtager

John Milnor er en af de absolut
storste matematikere i vores tid.
Hans arbejder er skelszttende,
og har stimuleret og inspireret
flere generationer af unge mate-
matikere.

Hans store bidrag falder mest
inden for topologi, der er den
gren af geometrien, som ser pd
de kvalitative egenskaber ved
geometriske objekter, men han
har ogsi givet betydelige bidrag
til differentialgeometri, algebra
og dynamiske systemer.

P4 hvert eneste af de omri-
der af matematikken, som John
Milnor har beskaftiget sig med,
har hans indsigt og angrebs-
vinkler haft helt afgorende
betydning for senere udvik-
linger.

Hans beremte monografi
om isolerede singulariteter pa
hyperflader betragtes eksempel-
vis som det enkeltstdende mest
indflydelsesrige arbejde inden
for singularitetsteori, hvor han
har lagt navn til begreberne

Milnor-tal og Milnor-fibre.

I de seneste artier har John
Milnor viet en stor del af sin
opmerksombhed til studiet
af dynamiske systemer i lave
dimensioner. Hans underso-
gelser i dette omrade har pa en
dybtgiende made dannet bro
mellem reel og kompleks dyna-
mik, som har fert til mange
interessante fremskridt.

I tilknytning til sin forskning
har Milnor vist sig som en frem-
ragende og begavet formidler
af avanceret matematik. Det er
vanskeligt at se, at det kan gores
bedre. I en lang raekke aldeles
fremragende monografier har
Milnor tacklet dybtliggende og
banebrydende emner i frontlin-
jen af den aktuelle matematik
forskning. Milnors beger har
veeret en helt enestdende inspi-
rationskilde for nye forskere i
matematik, og mange matema-
tikere har slugt dem fra ende til
anden. Vi er mange, der skylder
ham en varm tak.

Om nogen har John Willard
Milnor fortjent sin Abelpris. W
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