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Nogle gange er matematiske modeller til at stole pa
- andre gange fungerer de som rggslgr. Det er vigtigt,
at undervisningssystemet klaeder os bedre pa til skelne
mellem matematiske modellers forskelligartethed,
og hvor forskelligt de fungerer, da verden i dag

er ligger matematiske

modeller til grund for

GPS-systemerne. Lige-

ledes er klimamodeller
baseret pa matematisk modelle-
ring. Og det er Finansministeriets
regnemodeller ogsa. | det hele taget
ligger der matematiske modeller
bag bade mange beslutninger og
mange teknologier i samfundet,
selvom det ikke er seerlig tydeligt for
de fleste.

Den skjulte og gennemtreengende
eksistens af matematiske modeller
i samfundet udggar et problem

for demokratiet. Hvis man altid
kunne stole pa modellerne, ville
det veere en fordel for demokrati-
et, ved at modellerne leverede et
oplyst grundlag for beslutninger.

er fuld af dem.

Sadan er det med modellerne bag
udviklingen af GPS-systemerne.
Men i forhold til kimamodellerne
er der mere plads til skepsis. Og
skepsissen geelder i endnu hgjere
grad i forhold til Finansministeriets
regnemodeller.

Hvordan skal man da som alminde-
lig borger forholde sig til resulta-
terne af matematiske modelbereg-
ninger? | almindelighed at stole pa
dem eller i almindelighed at veere
skeptisk reekker ikke. Hvordan da at
skelne mellem troveerdige og utro-
veerdige modeller? At seette sig ind i
for eksempel GPS-systemernes, kli-
maberegningernes og gkonomimo-
dellernes omfattende, komplekse
og avancerede modelberegninger er
kun overkommeligt for involverede
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specialister. Og de behersker hver
for sig kun hjgrner af modellerne.
Det mere overkommelige er, at man
som almindelig borger bliver hjulpet
til dsmmekraft om matematiske
modellers forskelligartede karakter
igennem uddannelsessystemet.
Desveerre sker det ikke i dag. Og det
betyder, at de matematiske model-
lers forskellighed for de fleste borge-
re er kamufleret af, at de tilsynela-
dende ser meget ens ud, fordi de er
formuleret i et matematisk sprog.

| denne artikel vil jeg ved hjeelp af

paedagogisk valgte, enkle eksem-

pler illustrere, hvordan vurderingen
af troveerdigheden af matematiske
modeller afheenger af de indholds-
maessige udgangspunkter bag mo-
dellernes matematiske udseender.




Matematiske modellers
grundlag

Nogle matematiske modeller er
teoriafledte. Andre matematiske
modeller er mere ad hoc preegede.
Og teorierne kan veere noget, vi tror
klippefast pa, eller de kan veere
hypoteser, hvis konsekvenser vi vil
undersgge. Modellerne bag udvik-
lingen af GPS-systemerne er eksem-
pelvis afledt af geometri, Newtons
mekanik, Einsteins specielle rela-
tivitetsteori og Einsteins generelle
relativitetsteori. Det er teorier, som
i mange sammenhaenge har vist
deres praktiske anvendelighed. Sa
dem tror vi klippefast pa indenfor
deres praktiske domaener.

Finansministeriets regnemodeller
er ogsa teoriafledte. Men her er der
mere tale om teori i betydningen
hypotese. Sa her er der grund til at
spgrge til, om hypotesen ikke kunne
erstattes af en anden med andre
konsekvenser til fglge. Herudover
er finansministeriets regnemodeller
tilfgjet mange ad hoc antagelser,
som ikke kan diskuteres i lyset af
en teori, men alene retfeerdiggares
empirisk. Hvad angar klimamodel-
lerne, sa indeholder de, som finans-
ministeriets regnemodeller, en blan-
ding af teoriafledte matematiske
delmodeller og ad hoc matematiske
modeller. Men teorierne, de mate-
matiske delmodeller afledes fra, er
ikke i samme grad hypotetiske, som
de er i tilfeeldet Finansministeriets
regnemodeller.

Med teoriafledte matematiske
modeller mener jeg modeller, der er
sammenveevede med eller udledt
som specialanvendelse af en brede-
re funderet matematisk formuleret
teori. | modseetning hertil tager

ad hoc matematiske modeller ud-
gangspunkt direkte i et foreliggende
faenomen for at sammenfatte det

i kompakt matematisk sprog. Hvor
det empiriske belaeg for ad hoc
modellen hentes i den foreliggende
situation, stgtter den teoriafledte
model sig indirekte til den bredere
maengde empiri, som gennem hid-
tidige modelanvendelser af teorien
har bidraget til teoriens konsoli-
dering.

Modellerne bag GPS-systemerne er afledt af geometri, Newtons mekanik, Einsteins
specielle relativitetsteori og Einsteins generelle relativitetsteori. Det er teorier, som vi
tror klippefast pa indenfor deres praktiske domaener, sa derfor har vi ogsa stor tiltro

til GPS-systemerne.

lllustration: Colourbox

Teoretisk og empirisk

kontrol af matematiske
modeller

Den kvalitative forskel mellem
teoriafledte matematiske modeller
og ad hoc matematiske modeller
ligger ikke i, at de teoriafledte er
til at stole pa, hvis teorien er til at
stole pa, mens ad hoc modellerne
ikke er til at stole pa. Sa nemt er
det desveerre ikke. De teoretiske
modeller kan uanset teoriernes
troveerdighed veere bygget pa sa
forsimplende idealiseringer, at de
er fejlvisende. Og ad hoc modeller
kan veere sa rige pa datainput,

at de kan fungere som troveerdig
kortlaegning.

Den kvalitative forskel mellem
teoriafledte matematiske modeller
og ad hoc matematiske modeller
ligger i, hvordan deres troveerdighed
kan kontrolleres. Hvor teoriafledte
matematiske modeller bade kan
underleegges teoretisk kontrol og
empirisk kontrol, kan ad hoc mate-
matiske modeller kun underleegges
empirisk kontrol. Lad os illustrere
med eksemplet en byggekran.
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Vi kan spgrge om, hvornar kranen
tipper om sit forreste stgttepunkt pa
jorden. Hvis kranen har en belast-
ning B i afstanden /, fra stgttepunk-
tet og en kontraveegt K i afstanden
I, fra stattepunktet, tipper kranen,
hvis B gange I, er stgrre end K
gange /.. Sadan er det ifglge den
newtonske mekaniks veegtstangs-
principper. De geelder her, som de
geelder for vipperne pa legepladsen.
Og dog. Vi har jo set bort fra kran-
konstruktionens massefordeling og
dens bidrag til veegtstangsregne-
stykkerne. Men det tror vi pa, at en
veluddannet bygningsingenigr kan
tage hgjde for, sa der kan udarbej-
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Newtons gravitationslov siger, at massetiltraekningen i
afstanden r fra en klode med massen M er proportional
med M/r2. Det kan man eksakt bruge til at beregne, om
et objekt placeret et sted mellem to kloder, vil beveege
sig mod den ene eller anden klode. Den sakaldte “gravi-

des en sikkerhedsforskrift, der er
til at stole pa, ad teoretisk vej. Hvis
bygningsingenigren er sjusket, vil
en anden bygningsingenigr kunne
kontrollere beregningerne. Uden at
vippe kraner. Der er tale om en rent
teoretisk kontrol.

Vi kan ogsa efterspgrge sandsyn-
ligheden for, at kranen i det hele
taget havarerer pa grund af tipning
eller af alle mulige andre grunde.
Det kan vi imidlertid ikke svare pa
teoretisk. Der findes ikke nogen
teori, der kan udpege alle teenkelige
mader, en kran kan havarere pa. En
matematisk model, der kan hjeelpe
for eksempel forsikringsselskaber-
ne ved fastsaettelse af forsikrings-
preemien i forhold til havari i mere
generel forstand, ma i fraveeret af
en indrammende teori alene bero
pa empirisk statistik vedrgrende
havarier.

Teoriafledte modelberegninger af
tippeproblemet kan underleegges
bade teoretisk og empirisk kontrol.
Ad hoc modelberegninger af hava-
riproblemet kan kun underleegges
empirisk kontrol.

Og forskellen betyder indirekte
noget for troveerdigheden af model-
lerne. Forskellen mellem vilkarene
for at udgve empirisk kontrol (sam-
menligning med data) og teoretisk
kontrol (sammenligning med teori)
viser nemlig, at omsteendighederne
omkring brugen af de to typer mate-
matiske modeller er sociologisk og
politisk veesensforskellige. Empirisk

)

kontrol kreever adgang til data. Og
denne adgang kan for eksempel
monopoliseres af de, der har rad

til at indsamle de ofte meget om-
fattende datamaengder. Teoretisk
kontrol af teoriafledte matemati-
ske modeller kreever indsigt i teori.
Denne indsigt er normalt forbeholdt
seerlige eksperter i kraft af deres
uddannelser. Men uden stavnsband
er det trods alt sveert at forhindre,
at nogle af de seerligt uddannede
kan optreede som modeksperter.
Teoriafledte matematiske modeller
er derfor alt andet lige mere tilgeen-
gelige for offentlig kritik end ad hoc
matematiske modeller.

Forskelle tilslgres af
sprogbrug og udseende

Den vaesensforskellige karakter af
forskellige matematiske modeller
er langtfra tydelig for den bredere
offentlighed. Tveertimod vil den
uindviede typisk opfatte dem som
ret ens pa grund af deres ensartede
matematiske form. Og offentlig-
heden far ikke megen hjeelp til at
erkende de forskelle, der ligger bag
matematikken.

| gymnasiets fysikundervisning
fremstar Ohms lov og Coulombs lov
eksempelvis som to ens fungeren-
de hovedhjgrnestene i elektrici-
tetsleeren. De er pa samme made
vigtige formler i formelsamlingen
som udgangspunkt for at regne
nogle af fysikopgaverne. Men de to
love er vaesensforskellige, selvom
jo ogsa sprogbrugen sidestiller de
to “love”. Hvor Ohms lov, at spaen-
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tationsmodel” inden for by-geografi siger tilsvarende, at
en person tilneermelsesvis vil handle i den by, hvor S/r?
er starst for personen - hvor S star for et eller andet mal
for starrelsen af byen. Selvom de to modeller matema-
tisk set ligner hinanden, er de vaesensforskellige.

dingsforskellen mellem to ender af
en ledning er lig med den elektriske
stremstyrke i ledningen gange
ledningens modstand (U = R-1), er
en ad hoc model, er Coulombs lov
for kraftpavirkningen imellem to
elektriske ladninger en teoriafledt
model. Ohms lov er en tilneermel-
se, der alt efter omsteendigheder-
ne kan veere mere eller mindre
berettiget, hvorimod Coulombs lov
er sammenveevet med den bredere
elektrostatik. Ifalge Coulombs lov
er ladningernes gensidige kraftpa-
virkning omvendt proportional med
afstanden imellem dem i anden
potens. Og det er eksakt, da det
logisk haenger sammen med, at
rummet har tre dimensioner. Helt
preecist, og ikke kun tilnaermelses-
vist.

Et andet eksempel til illustration af
tilslering af den kvalitative forskel
mellem en ad hoc matematisk
model og en teoriafledt model,
hentet, ikke fra gymnasiet, men

fra universitetsverdenen, er den
sakaldte “gravitationsmodel” in-
den for by-geografi til vurdering af
handelsoplandet for en by. Ifglge
modellen antages en person tilnaer-
melsesvis at handle i den by, hvor
S/r? er sterst for personen. S star
for et eller andet mal for starrelsen
af byen og r for personens afstand
til byen. Nar modellen kaldes gra-
vitationsmodellen er det fordi, den
minder om Newtons gravitationslov
ifglge hvilken massetiltraekningen i
afstanden r fra en klode med mas-
sen M er proportional med M/r?.



Der er ikke noget forkert i at sam-
menfatte nogle by-geografiske data
i en matematisk formel. Det kan
veere bade praktisk og overbliks-
givende. Men det er vildledende,
hvis nogen bringes til at tro, at der
herved er etableret en beregnings-
situation svarende til brugen af
Newtons gravitationslov i astro-
nomi, fordi de to formler udvendigt
og formelt ligner hinanden. Den
by-geografiske model har status
som Ohms lov, den astronomiske
som Coulombs lov. | by-geografien
tilpasses formlerne Igbende til data.
For eksempel ved at aendre r? til
rt8 el. lign. | Newtons gravitations-
lov geelder totallet i r? eksakt. Det
haenger som i Coulombs lov logisk
tvingende sammen med, at rummet
har tre dimensioner.

Pragmatisk troveerdighed
kontra ontologisk sandhed

En anden slags tilslgring end den,
der skyldes udviskningen af den
kvalitative forskel mellem ad hoc
modeller og teoriafledte modeller,
skyldes den tvetydige brug af ordet
“teori”. For de fleste fysikere er

de fleste fysiske teorier som dem,
GPS-systemet baserer sig pa, mere
virkelige end facts. Facts kan veere
udtryk for tilfeeldige fremtreedelser
af den bagvedliggende veesens-
struktur, som er det, teorierne
udtaler sig om. Det betyder ikke,
at vi tror, at teorierne er ontologisk
sande, dvs. universelle og evigtgyl-
dige. Vilkarene for at komme frem
til ontologiske sandheder har veeret
diskuteret af forskellige filosoffer
med forskellige synspunkter - for
eksempel de logiske positivister,
Karl Popper og Thomas Kuhn. Men
det, fysikere typisk er interesserede
i, nar de udvikler teoriafledte mate-
matiske modeller, er, om teorierne
er pragmatisk sande, dvs. om de er
troveerdige inden for givne rammer.
Selvom Einsteins relativitetsteorier
ontologisk set har falsificeret New-
tons mekanik, har de pragmatisk
set styrket Newtons mekanik ved at
udstikke rammerne for dens gyldig-
hed. Forvekslingen af filosoffernes
ontologisk rettede diskussion med
diskussion af forskellige teoriers
pragmatiske troveerdighed har

desveerre bidraget til at tilslgre den
kvalitative forskel mellem matema-
tiske modeller afledt fra pragmatisk
set sikre teorier (som udviklingen af
GPS- systemet) og matematiske mo-
deller afledt fra hypotetisk teori (som
Finansministeriets regnemodeller).

En opgave for uddannelses-
systemet

Jeg teenker, at Igbende teoretisk
kontrol har veeret helt afggrende
for udviklingen af de matematiske
modeller, der ligger til grund for, at
GPS-systemet virker. Jeg teenker,

at det ikke er overraskende, at der
i modseetning hertil har veeret rum
for debat og uenigheder vedrgrende
klimamodellerne, fordi det kun er
dele af dem, der kan underleegges
teoretisk kontrol. Andre dele har
karakter af ad hoc modeller pa et
usikkert empirisk grundlag. For ek-
sempel ma der veere usikkerhed om
optaget af varme fra atmosfaeren i
havene i betragtning af, at varme-
fylden af atmosfaeren kun svarer til
rundt regnet de gverste ti meter af
verdenshavene. Optaget ma derfor
afhaenge af maden havenes vand
cirkulerer pa, som - sa vidt jeg
ved - ikke er seerlig godt kortlagt i
dybden.

Om den slags matematiske model-
ler, Finansministeriet benytter, teen-
ker jeg, at de svarer til at navigere
ved hjeelp af plangeometri, fordi
Jorden er antaget flad. Teoretisk
kontrol har her karakter af kontrol
af intern konsistens i modellerne.
Modellerne kan veere nyttige til at

preecisere forskellige gkonomiske
tankegange i forhold til hinanden.
Men jeg teenker ikke, at modeller-
nes prognoser er realistiske.

Mine vurderinger er en amatars.
Jeg har ikke specialistviden om
hverken GPS-modeller, klimamodel-
ler eller Finansministeriets regne-
modeller. Men ved at veere fysiker
og have erfaringer med forskellige
andre matematiske modeller af
varierende karakter synes jeg, at
jeg har udviklet nogen dgmmekraft
i forhold til matematiske modeller i
almindelighed.

Da matematiske modeller har
stigende betydning i samfundet, er
det demokratisk vigtigt, at almen
dgmmekraft om deres forskelligar-
tede karakter bliver mere udbredt
end det er tilfeeldet. Det burde
blandt andet veere en opgave for
gymnasiet. Jeg forestiller mig ikke,
at undervisningen pa uoverkomme-
lig vis skal forsgge at treenge ind i
GPS-modellerne, klimamodellerne
eller Finansministeriets regnemo-
deller. Men at den gennem arbejde
med nemmere forstaelige eksem-
pler i stil med dem, jeg har givet i
denne artikel, skal opbygge mere
almen dgmmekraft.

Generelle filosofiske overvejelser
eller analyser af interessemod-
seetninger er ikke tilstraekkelige
udgangspunkter for demmekraften.
Eleverne ma tilbydes konkrete sam-

menlignende, tveerfaglige erfaringer

med matematiske modeller. [ |

Klimamodeller er
eksempler pa modeller,
der delvist er teoriafledte,
delvist er ad hoc modeller,
som kan hvile pa usikkert
empirisk grundlag, for
eksempel usikkerhed

om vandets cirkulation i
verdenshavene. Derfor er
det naturligt, at der kan
veere uenighed om dem.
Foto: Colourbox

Videre leesning:
Foredraget Mathemati-
cal Modelling - Hiding
or Guiding? af Jens
Hgjgaard Jensen er
trykt i Procedings of MA-
CAS-2017 Symposium
(2018). Foredraget kan
ogsa se pa YouTube.

Artiklen og foredraget er
en udvidet overseettelse
til engelsk af Matema-
tiske modeller - vejled-
ning eller vildledning?

1l fra 1990, som kan
findes ved at google
IMFUFA tekster og ga til
tekst nr. 199, s. 49-59.
(http://milne.ruc.dk/
imfufatekster/pdf/
199.pdf).
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