NOTATION OG
REPRAESENTATIONERS
BETYDNING FOR
MATEMATIK

Notation, og det at have en velegnet repraesentation af et matematisk problem,
spiller en afggrende rolle for handteringen og udviklingen af matematik.
Her vises nogle illustrerende eksempler pa hvordan.

er er en ofte fortalt hi-

storie om den bergmte

matematiker Gauss,

der som ung skole-
dreng blev stillet et - troede hans
leerer — sveert problem, der skulle
holde ham beskeeftiget i noget tid.
Leereren satte ham til at leegge alle
tal fra 1 til 100 sammen. Desveer-
re virkede det ikke: Gauss klarede
opgaven pa ganske kort tid, da han
fandt en smart made at opstille
problemet:

1+ 2+ 3+.. +50
100+99+ ...

101+101+... +101

Ovenstaende overbeviste Gauss
om, at summen var 50 gange 101,
som er lig 5050.

Generelt spiller det en stor rolle,
nar man laver matematik, at man
har noget notation eller en velegnet
repraesentation - noget der ogsa
er blevet bemaerket af mange ma-
tematikere igennem tiden. Leibniz,
som var meget optaget af at produ-
cere en velegnet (matematisk og
logisk) notation, skrev for eksempel
i 1677:

Sparg dig selv om du kan udfare
nogen aritmetiske beregninger
overhovedet uden at gare brug af
tal-symboler

Raphaels fresko “Skolen i Athen” i Vatikanpaladset i Rom, malet 1509-1511, viser en
perleraekke af antikkens filosoffer, heriblandt Pythagoras, som ses nederst til venstre
(skrivende i en bog). Pythagoras grundlagde et broderskab eller religigst faellesskab,
kaldet pythagoreeerne, der fulgte hans leere. Den farste koloni |a i den graeske koloni
Kroton i Syditalien (i dag Crotone).

At regne med tal kreever en eller
anden form for talsymboler. Det
har vist sig, at vores talsystem, det
arabiske 10-talssystem, er seerde-
les velegnet til bade at repraesen-
tere tallene og regne med dem. De
fleste ville nok i dag gribe fat i en
lommeregner, hvis der skal laves
stgrre beregninger - men bemeerk,
at udregningen stadig kreever

en bestemt repraesentation af
tallene: det vil nok veere en stgrre
udfordring for de fleste at laegge

eller gange de to tal “to tusinde
femhundrede og otteogtyve” og
“nitusinde trehundrede og sytten”
sammen uden fgrst at overseette
dem til talsymboler i vores titalssy-
stem.

En god made at repraesentere et
problem pa kan desuden veere af-
gorende for Igsningen af det. Endvi-
dere er det nogle gange en fordel at
benytte sig af figurer, eller visuelle
repraesentationer, nar man vil lgse
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Repreesentationer og notation er et kendetegn for matematikken og spiller en afga-
rende rolle for, hvad vi kan se og ggre i matematik.

Trianguleere tal Kvadratiske tal

1 ° 1 ’

3 ° 4 0‘
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Pythagoreeerne inddelte tal i
forskellige kategorier i forhold til, hvilke

geometriske figurer de kunne danne, for eksempel

Pentagonale tal Hexagonale tal
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trekanttal, kvadrattal, pentagontal og hexagontal.

et problem. Et eksempel, som vi
betragter nedenfor, er at finde hel-
tals-tripler, som opfylder Pythagoras
seetning, dvs. at finde heltal a, b, ¢
saa’+b?=c2

Det skal understreges her, at jeg
hermed ikke pastar, at figurer
generelt kan bruges til at bevise
udsagn i matematik. Jeg taler om,
at resultater kan opdages eller an-
skueligggres ved hjeelp af visuelle
repraesentationer. Her vil jeg iseer
fokusere pa, hvordan notation og
forskellige mader at repreesentere

problemer pa, inklusive som dia-
grammer, hjeelper os til at opdage
sammenhaenge, og at de kan bidra-
ge til at anskueliggore disse.

| denne artikel vil jeg saledes
give nogle konkrete eksempler
pa, hvordan repraesentationer
og notation spiller en rolle for,
hvad vi kan se og gare i mate-
matik. Overordnet kan man tale
om, at notation eller en bestemt
repraesentation pa den ene side
har potentiale til at vise forskel-
lige aspekter ved et matematisk
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begreb og pa den anden side give
mulighed for forskellige manipula-
tioner (svarende til en udledning
af egenskaber hos begrebet). Jeg
vil her vise eksempler pa, hvordan
en geometrisk repreesentation

kan give anledning til ny indsigt
og omvendt, hvordan algebraisk
notation har bidraget til en Igsning
af problemer.

Manipulation af
repraesentationer

Det meste af matematisk problem-
lasning og reesonnement kraever,

at man ger brug af en eller anden
form for matematisk notation. Som
et simpelt eksempel kan vi betragte
begreberne “lige” og “ulige tal”.
Hvis jeg vil bevise saetninger om
disse, er det en fordel at udtrykke
dem pa en made, der afspejler
deres matematiske egenskaber
eller struktur. Det er karakteristisk
for et lige tal, at det er deleligt med
2, hvorfor vi kan skrive et vilkarligt
lige tal, n, pa formen n = 2 -k for et
naturligt tal k. (Tilsvarende kan et
ulige tal skrivessomn=2-k+1.)
Udstyret med denne repreesentati-
on, kan vi udlede forskellige seetnin-
ger. For eksempel at kvadratet pa
et lige tal er lige: Vi repreesenterer
et lige tal, n, som fgr: n =2k. Vi
kvadrerer dette, og benytter nogle
algebraiske regneregler (hvilket sva-
rer til, at vi manipulerer den givne
repraesentation):

n2=(2kP=4-K =22k

Vi observerer, at det sidste udtryk
igen er pa formen 2m for et natur-
ligt tal m (som er 2k?), og at det
derfor er lige. Tilsvarende bereg-
ning pa n =2 -k + 1 kan udferes
for at konstatere, at kvadratet pa
et ulige tal er ulige.

Repraesentation som
opdagelsesvaerktgj

Pythagoras’ seetning angiver en re-
lation mellem siderne i en retvinklet
trekant, at kvadratet pa hypotenu-
sen er lig summen af kvadrater-

ne pa kateterne. Hvis disse sider
betegnes henholdsvis, ¢, a og b kan
seetningen skrives: ¢? = a2 + b2, Det
er uvist, hvem der forst beviste den-
ne sammenheeng. Der findes et utal



af argumenter for sammenhaen-
gen, nogle er rent visuelle, mens
andre kombinerer geometriske og
algebraiske argumenter. Det er ikke
beviset for Pythagoras’ seetning, vi
skal se pa her. Jeg har i stedet valgt
at illustrere et andet problem i rela-
tion til seetningen. Det er velkendt,
at der findes forskellige heltals-trip-
ler, som opfylder relationen. For
eksempel kan tallene 3, 4 og 5
indseettes: 3° + 4° = 5°. Sporgs-
malet er, hvordan man finder frem
til disse tripler?

En repreesentationsform, som
Pythagoreeerne brugte, kan be-
nyttes til at finde heltalslgsninger.
“Pythagoreeerne” refererer til fol-
gerne af Pythagoras (ca. 572-497
f. Kr.), som dannede en skole ved
Crotone i det nuveerende ltaliens
sydspids. De repreaesenterede tal
ved at placere smasten i mgnstre

i form af forskellige geometriske
figurer og blev hermed i stand til at
formulere forskellige sammenhaen-
ge. Et eksempel er en repraesentati-
on af tal som kvadrattal.

| figur 2 i faktaboksen ses, at et
kvadrattal kan opdeles i et “indre
kvadrat” samt en rest, der tilsam-
men kan udtrykkes som

(n + 1)2=n?+(2n + 1). Dette min-
der om Pythagoras’ seetning - hvis
bare 2n+1 svarer til et kvadrattal.
Vi kan derfor lede efter kvadrat-
tal, som er ulige tal, for derefter at
bestemme hvad “n” svarer til. Man
kan vise, at ulige kvadrattal preecis
svarer til kvadratet pa ulige tal. Vi
har derfor en systematisk made

at lede efter tripler: Vi kan forsgge
os med det farste ulige tal, 3, som
kvadreret giver 9 =2 -4 + 1. Det
giver n=4 og n+1=>5. Det giver os
triplet (3, 4, 5). Neeste ulige tal er
5,som giver n=12, og n+1=13,
og fglgende heltalslgsning (5, 12,
13). Forklaring og yderligere hel-
talstripler findes i den tilhgrende
faktaboks.

Notation bidrager til at sam-
menhaenge bliver synlige
Eksemplet far illustrerer, hvorledes
en geometrisk repraesentation kan
frembringe struktur; i det konkrete

tilfeelde, hvordan et kvadrat kan

splittes op i mindre kvadrater. | det-
te afsnit ser vi, hvordan ny (algebra-
isk) notation kan veere medvirkende
til, at vi kan fa gje pa sammenhzen-
ge, som tidligere har veeret umulige

at se. For at illustrere dette giver
jeg et eksempel fra overgangen fra
geometri til analytisk geometri, som
var medvirkende til, at franskman-
den René Descartes kunne formu-
lere en formodning om, hvorfor de
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De Klassiske Problemer

De klassiske problemer blev formuleret, og forsggt lgst i det antikke Gree-
kenland. Forudsaetningen for Igsningen var, at den udelukkende matte
benytte sig af en passer og en lineal (uden maleenhed). De tre problemer
er fglgende:

Fordobling af terningen. Givet en terning med et vist rumfang, konstruér
siden i den terning, som har det dobbelte rumfang.

Vinklens tredeling siger, at man givet en vilkarlig vinkel skal kunne konstru-
ere en vinkel med en tredjedel af dens starrelse.

Cirklens kvadratur kreever, at man, givet en vilkarlig cirkel, skal kunne kon-
struere et kvadrat med samme areal.

Problemerne blev oprindeligt formuleret fra omkring midten af det 5. ar-
hundrede f.Kr. En af de farste, som arbejdede med terningens fordobling
og cirklens kvadratur, var Hippocrates fra Chios. De to farste problemer er
formentlig inspireret af, at lignende, simplere problemer kunne Igses. Det
er muligt bade at halvere en vinkel og at bestemme siden i et kvadrat, som
fordobler arealet af et givet kvadrat. Sidstnaevnte problem indgar i en af
Platons dialoger, Menon, som del af en illustration af, hvorledes vi erkender
matematiske sandheder. Cirklens kvadratur beskriver en generel sggen
efter en made at beregne arealet af en cirkel.

Hippocrates fandt ud af, at fordoblingen af terningen kunne Igses, hvis man
kunne finde “to tilhgrende mellemproportionaler” - med andre ord, givet to
tal a og b, skal der bestemmes to andre, X og y, sa

a x y

x y b

Vi kan farst konstatere, at hvis vi har en terning med side a og dermed
rumfang a® skal der bestemmes en side x (i den nye terning), som opfylder,
at 2a® = x3. Hvis vi nu antager, at vi kan Igse problemet med at bestemme
mellemproportionaler, svarer ovenstaende til, at vi skal bestemme mellem-
proportionaler for a og 2 - a. Med andre ord, skal vi finde x og y, sa

a x y

x yzia

3
X'et i denne giver den eftersggte lgsning. Vi regner ferst pa (%) :

| det midterste udtryk udnyttes i den anden faktor, at % = % og i den sidste

a
faktor,at — = —.
X 2a

Det indses herefter, at X, y og a kan forkortes veek, da de alle optraeder é€n
gang bade i teeller og i neevner:

B] 3
Tilbage star, at (%) = z_3 = % Hvis vi ganger med 2, og derefter med x°,
pa begge sider, kan udtrykket omformes til 2a°® = x°. Resterende er kun

at bestemme x: Det kan fx finzdes som skeeringspunkt mellem parablen
a-y = x?og hyperbleny = 2%

X

36 AKTUEL NATURVIDENSKAB | NR.5 | 2020

sakaldte klassiske problemer ikke
kunne Igses med passer og lineal.

| det antikke Graekenland formu-
lerede man de sakaldte Klassi-

ske problemer. Et af disse kaldes
“Terningens fordobling”. Hvis der

er givet en terning med et bestemt
rumfang, sa skal man konstruere
siden i en terning med det dobbelte
rumfang. For alle problemer geelder,
at lgsningerne skal kunne findes
udelukkende ved at ggre brug af
passer og lineal (uden maleegen-
skaber). Pa trods af mange geniale
lgsninger, hvor man brugte andre
veerktgjer, kunne problemet ikke
lgses med de givne forudseetninger.

1 1637 preesenterede Descartes i
sin bog “La Geometrie”, Geometri-
en, en forklaring pa hvorfor. | denne
formulerer Descartes grundste-

nen til den analytiske geometri og
introducerer det, som bliver til det
kartesiske koordinatsystem. | dette
veerk viser han, hvorledes geome-
triske konstruktionsproblemer kan
overseettes til ligningssystemer og
demonstrerer, hvordan de kan lgses
algebraisk. Derefter viser han, hvor-
dan Igsningerne til ligningerne kan
konstrueres geometrisk.

Han viser, at problemer, som giver
anledning til en andengradslig-
ning, har en lgsning, som kan
konstrueres ved hjeelp af passer
og lineal. Omvendt kan problemer,
der overseettes til en ligning hvis
grad er tre, ikke ngdvendigvis lgses
med disse redskaber. Specielt kan
lgsningen af problemer, som giver
anledning til en tredjegradsligning,
som ikke har rationale rgdder, ikke
konstrueres. Hvis man oversaetter
fordoblingen af terningen til en
ligning, bliver det netop til en sadan
tredjegradsligning, og lgsningen
kan derfor ikke konstrueres med
disse veerktgjer.

Men for at alt dette kan indses, er
man ngdt til have noget notation,
som tillader, at man kan tale om
anden, tredje, eller generelt n'te
gradsligninger. En forudseetning
for Descartes’ indsigt var, at han
blandt andet indfgrte konven-



Portreet af den franske filosof og mat-
matiker René Descartes (1596-1650),
malet af Frans Hals. Blandt Descartes
bidrag til matematikken var en forklaring
pa, hvorfor de sakaldte klassiske
problemer ikke kunne lgses med passer
og lineal.

tionen, at et tal ganget med sig
selv et antal gange skal skrives ved
hjeelp af en potens, for eksempel at
a®=a-a-a. En anden konvention
var, at linjestykker betegnes ved et

enkelt bogstav (for eksempel “a@”) i
stedet for ved deres endepunkter,
som blev benyttet i den tidligere
graeske matematik, fx hos Euklid.
Konstruktionen af et kvadrat eller
en terning pa et linjestykke kan
saledes udtrykkes algebraisk som
a? eller a*. Ved oversaettelse af de
geometriske problemer opnar
man sa ligninger i forskellig grad
- udtrykt ved tallet i potens. Denne
information kan ikke observeres

i den geometriske kontekst, der
bestar af geometriske figurer og
simple kurver samt konstruktioner
af disse.

Til sidst skal det lige naevnes, at
Descartes ikke var i stand til at
formulere et stringent bevis for sin
pastand. Beviset kraever begreber
fra den abstrakte algebra, som farst
blev introduceret i Igbet af det 19.
arhundrede.

Forskellig notation giver for-
skellige fordele

Ovenstaende illustrerer, hvordan
indfarelse af notation og en veleg-
net repraesentation ggr det muligt

at opna nye indsigter i matematik-
ken. Endvidere sa vi i starten af
artiklen, hvordan notation benyttes
i beregninger og kan udnyttes i
matematisk bevisfgrelse. | eksem-
plet med de Klassiske problemer,
fordoblingen af terningen, sa vi,

at der er to mader at repreesen-
tere og handtere problemerne -
bade geometrisk og algebraisk.
Tilsvarende findes eksempler pa,
at der er forskellige systemer af no-
tation for det samme matematiske
omrade. For eksempel har man
igennem historien benyttet et utal
af symbolsystemer for tallene. De
fleste har, udover vores arabiske
titalssystem, ogsa stedt pa det
romerske additive talsystem. Hvert
af disse systemer har forskellige
fordele. | det tilhgrende materiale

i online-versionen af denne artikel
illustreres denne pointe - at der
kan veere forskellig systemer af
notation for det samme matemati-
ske omrade, og at disse systemer
har forskellige styrker, afheengig

af hvad de bruges til. Det konkrete
omrade, der tages udgangspunkt i,
er udsagnslogik. [ ]
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V. Faldskeerm i fart pa Alsion

Viinviterer alle fysikhold i det almene gymnasium og htx til Faldskeerm
i fart-konkurrencen pd Alsion i Senderborg torsdag den 3. december 2020.

Faldskeerm i fart p& SDU Senderborg er en konkurrence for gymnasier, hvor fysikklasser pa alle
niveauer er inviteret til at dyste med deres egne selvbyggede faldskeerme i de to konkurrence-
discipliner Premium Class Award og Innovation Award.

= Tilmeldte klasser far tilsendt et Faldskeerm i fart-kit med undervisningsmateriale, der kan
anvendes i forberedelsen til konkurrencen, samt materialer og udstyr, der egner sig til at konstruere
sma faldskeerme af.

P& konkurrencedagen sendes faldskcermene ud i frit fald p& 12,5 meter inde i universitetsbygningen
Alsion. Tilmeldte klasser kommer enkeltvis til faldskcermskast. Program felger efter tilmelding.

AN
\‘é', Der er flotte preemier til vinderne af de to konkurrencediscipliner.

Tilmeldingsfrist er fredag den 30. okotober.

Mere information og tilmelding finder du her:
www.sdu.dk/faldskaermskonkurrence
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