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Uendelighed:
En matematisk idée, vi ikke
kan leve uden

Uendelighed er et begreb, som har voldt matematikerne kvaler gennem tiden. Men med
udviklingen af meengdelceren fik de styr pd problemerne, hvilket blandt andet udmentede
sig i den erkendelse, at nogle uendeligheder er starre end andre.
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perioden cirka 1872-1900 gjorde den
tyske matematiker Georg Cantor en raek-
ke skelseettende opdagelser om uendelig-
hed i matematik. Cantor opdagede blandt
andet, at ikke alle uendeligheder har den
samme stgrrelse: Nogle uendeligheder er
simpelthen stgrre end andre uendeligheder!

Cantors opdagelser var sa chokerende for
datidens matematikere, at nogle helt afviste
hans ideer. Men den indflydelsesrige mate-
matiker David Hilbert gav sin steerkeste stgt-
te til Cantors teori. Hilbert indsa nemlig, at
Cantors teori, som kaldes maengdeleere, var
matematikkens chance for at fa styr pa alle
de problemer, som uendelighed havde voldt
igennem artusinder. | denne artikel vil jeg
forteelle om, hvorfor uendelighed er sa vig-
tigt for matematik, om uendelighedens histo-
riske udfordringer, og om hvordan vi ser pa
Cantors teori i dag.

Uendelighed pa Hilberts hotel

Uendelighed dukker op i matematik helt fra
begyndelsen. For eksempel virker det oplagt,
at der er uendeligt mange positive hele tal
1,2,3,4, ... osv., for det neeste tal i reekken
fas altid ved at laegge 1 til, og den proces
stopper aldrig.

Uendelighed er noget spgjst noget. Forestil
dig som tankeeksperiment et hotel med
uendeligt mange veerelser, nummereret
1,2,3,4,... osv. Vi kalder det Hilberts hotel.
En nat, hvor alle veerelser er optaget, klager
mange gaester over stgj fra naboveerelserne.
Hvad gar den kvikke portier? Han beder alle
gaesterne flytte over i veerelserne med ulige
numre, 1,3,5,7, ... osv., sddan at der bliver et
tomt veerelse mellem hvert beboet veerelse,
og dermed nattero. Helt konkret kan vi bede

gaesten pa veerelse x flytte til veerelse 2x-1,
dvs. x-1 veerelser leengere hen ad gangen
(se illustration).

Den ville ikke ga pa et endeligt hotel, for sa
kom der til at mangle veerelser til cirka halv-
delen af geesterne. Men pa et uendeligt hotel
er der masser af plads!

Eksemplet illustrerer, at der i en vis forstand
er preecis lige sa mange ulige positive hele
tal, som der er positive hele tal, selvom vi
intuitivt synes der kun er halvt sa mange. For
ligesom jeg kan indse, at jeg har lige mange
fingre pa hgjre og venstre hand ved at parre
fingrene sammen en-til-en, sa parrer portie-
rens omrokering alle de positive hele tal sam-
men med de positive ulige tal en-til en.

Uendelighed er vigtigt

Hilberts hotel er et sjovt tankeeksperiment,
men man kan spgrge om matematisk uen-
delighed egentlig er vigtigt? Uendelighed
er vigtigt, blandt andet fordi matematik
baseret pa uendelighed bruges af fysikere,
ingenigrer, klimaforskere, gkonomer, stati-
stikere, og mange andre til ting, der er kriti-
ske for mennesker og samfund. Derfor skal
matematik baseret pa uendelighed veere
lige sa solid og fejlfri, som al anden mate-
matik.

Nar man leerer differential- og integralregning
i gymnasiet, mgder man her matematik, hvor
uendelighed for alvor bliver vigtigt. Her for-
klares udregningen af arealet under en graf
ved integralregning med, at omradet skee-
res ud i uendelig mange uendelig sma rek-
tangler, som integralet summerer. Integralet
baserer sig altsa pa en ret avanceret anven-
delse af uendelighed, og man ma spgrge sig



AKTUEL NATURVIDENSKAB - NR 04 2026 45

Cantor parrer sine fing-
re en-til-en og illustrerer
dermed, at der i en vis
forstand er lige sa man-
ge ulige positive hele tal
som positive hele tal.
Figuren er lavet med
ChatGPT.

Arealet under en kurve kan beregnes ved at
opdele det i uendelig mange sma arealer,
hvilket er princippet i integralregning.

Pa Hilberts hotel skal alle
flytte hen pa veerelse nr. 2x-1,
hvor x er det veerelsesnummer,
__—— man starter i.
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selv: Giver det virkelig mening at leegge “uendeligt mange, uendeligt
sma” arealer sammen? Er det ikke en tvivisom idé?

Differential- og integralregning blev udviklet parallelt og uafhaen-
gigt af Isaac Newton og Gottfried Wilhelm Leibniz i anden halvdel af
1600-tallet. Det gjorde de i hgj grad med gje for at lgse problemer
i fysik og astronomi. Selvom man kan tvivle pa, at ideen bag giver
mening, s& stemmer resultaterne, man far, med den fysiske virke-
lighed.

Er det ikke godt nok? Ikke for matematik. Matematik er et fag grund-
lagt pa stringente beviser, baseret pa logisk argumentation. Det er
det, der giver matematisk viden en seerstatus i vores samfund. Det
var i antikkens Greekenland, for cirka 2500 ar siden, at matematik
baseret pa beviser blev opfundet. De gamle graekere udviste en seer-
lig forsigtighed overfor uendelighed, for man vidste, at uforsigtighed
fgrte til paradokser. Det var den forsigtighed, som Newton og Leibniz
smed overbords.

Et kontinuum af udfordringer

Stort set alle serigse problemer med uendelighed har sin oprindelse
i, hvordan kontinuert beveegelse beskrives matematisk. Det havde
filosoffen Zenon pa komisk vis allerede illustreret for over 2400 ar
siden med sine paradokser, for eksempel Achilleus og skildpadden
(se faktaboks).

| vores dagligdag dukker kontinuitet typisk op, hvor vi bruger komma-
tal. Hvis en sprinter lgber 100-meterlgb, hvor lang tid tager det sa,
far hun kommer i mal? Hvis vi kun har et stopur, der maler sekunder,
kan vi kun male hendes tid med 1 sekunds ngjagtighed. For eksem-
pel at hendes tid t er mindst 10 sekunder, og under 11 sekunder,
dvs. 10s <t < 11s. Vi far altsa et tidsinterval af la&engde 1 sekund,
lad os kalde det /,. Med et ur, der maler tiendedele sekunder far vi et
mere ngjagtigt tidsinterval I, maske 10,6s <t < 10,7s, dvs. en ngj-
agtighed pa 1 decimal. Med hundrededele? Et tidsinterval I, f.eks.
10,68s <t < 10,69s, og altsa 2 decimalers ngjagtighed.

Vihar altsa denidé, at der mellem 0 og 11 sekunder findes et uafbrudt
kontinuum af tid, som i gvrigt ogsa straekker sig for og efter lgberens
Igb. Det kreever muligvis uendeligt mange decimaler at beskrive Igbe-
rens virkelige tid helt preecist, og forskellige stopure giver os kun tids-
intervaller, som er approksimationer til den virkelige tid.

Den franske matematiker Cauchy opbyggede i 1800-tallet en mate-
matisk teori om det uafbrudte kontinuum pa baggrund af idéen, at
enhver maéleproces lolis15,15, ..., hvor maleintervallerne hurtigt bli-

Os 10s 11s

Bedre malinger zoomer ind

pa mindre tidsintervaller - i
princippet i det uendelige!
Illustration: Aktuel Naturviden-
skab, foto af stopur: Colourbox

M lllustration: Shutterstock

ZENONS PARADOKSER

For knap 2500 ar siden opstillede filosoffen Zenon tre para-
dokser om beveegelse:

Beveegelse er umulig. For at bevaege sig fra A til B skal man
forst beveege sig halvvejen, og dernsest halvvejen af det reste-
rende stykke, osv., i det uendelige.

Achilleus og skildpadden. Hurtiglgberen Achilleus skal Ilsbe om
kap med en skildpadde. Skildpadden gives et forspring. Imens
Achilleus indhenter forspringet, har skildpadden bevaeget sig
yderligere et stykke frem og igen faet et forspring, som Achil-
leus skal indhente, osv. i det uendelige.

Den flyvende pil. En pil, der flyver gennem luften, er i ethvert
gjeblik praecis et sted i rummet, og beveeger sig derfor ikke. Da
pilen aldrig beveeger sig, er bevaegelse umulig.

Hvis vi bruger Cauchys kontinuum til at beskrive beveegelse
matematisk, falder alle Zenons paradokser. Dette kraever natur-
ligvis, at vi accepterer Cauchys teori!
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CANTORS DIAGONALARGUMENT

Hvis R og N havde samme stgrrelse, kunne de reelle tal (decimaltal) “parres” en-til-en
med de positive hele tal, dvs. vi kunne finde en liste

5500 % %y oo 2%y oo
over alle decimaltal, hvor x; er det decimaltal, der parres sammen med i.
Cantor beviste, at sadan en liste findes ikke. Det er nemmere at illustrere Cantors ide,

hvis vi kun kigger pa tal mellem 0 og 1. Sa lad os sige, at samtlige decimaltal mellem O
og 1 kan listes, for eksempel som det er gjort her (ignorér i farste omgang det bla tal):

c: 04968358
X,: 02609472
X,: 05729483
X;: 09782957
X,: 08886264
X;: 05815114
Xg: 02277231
X,: 03282266

Listen er uendelig lang, og hvert tal pa listen har uendeligt mange decimaler.

Hvad er sa det bla tal c? Og hvordan kommer vi frem til c?

Det bla tal c far vi ved at “diagonalisere” listen x,, X,, X3, ... , ved at se pa de rgde tal.
Bagefter indser vi, at c ikke star pa listen Xy, X5, X3, ... .

Vi veelger forste decimal i c til at veere forskellig fra O og 9, og sadan at:

* den er forskellig fra fgrste decimal i x,, 0g
* den erikke “nabo” til forste decimal i x,.

Det betyder, at vi kan veelge den ferste decimal i c til at veere 4,5,6,7 eller 8, men ikke
0,1,2,3 eller 9. Lad os sige, at vi veelger 4 som fgrste decimal i c.

Anden decimal i ¢ veelges nu sadan, at den er forskellig fra 2. decimal i x, og ikke er
nabo til 2. decimal i x,. Vi kan altsa veelge 0,1,2,3,4,5,9, men ikke 6,7,8. Lad os sige, vi
veelger 2. decimal i c til at vaere 9.

Tredje decimal i c skal veere forskellig fra 3. decimal i x;, og ikke nabo til 3. decimal i x;.
Valgmulighederne er derfor 0,1,2,3,4,5,6. Vi vaelger for eksempel 6.

Sadan fortszetter vi for evigt, og opnar til sidst det bla tal c.

Men se, tallet c star ikke pa listen x,, X,, X, ...! For ¢ kan ikke veere x,, for vores valg af
1. decimal i c sgrger for, at der er et “mellemrum” mellem x, og ¢ af mindst leengde
1/10. Og c kan ikke veere x,, for vores valg af 2. decimal sgrger for, at der et mellemrum
mellem x, og ¢ af mindst laengde 1/100. Osv. i det uendelige!

ver mindre og mindre, identificerer praecis
ét (tids-)punkt i dette kontinuum. Cauchys
kontinuum kalder vi i dag de reelle tal. Med
afseet i Cauchys arbejde fik man i Igbet af
1800-tallet en matematisk stringent teori
om kontinuitet, og for differential- og inte-
gralregning. Den nye teori lagde ogsa Zenons
paradokser endeligt i graven.

Cauchys teori er flot, men der er en pris:
Kommatal, som lgberens tid, skal nu opfat-
tes som resultatet af en uendelig proces af
bedre og bedre malinger. Dvs. at laberens vir-
kelige tid er noget, vi kommer frem til, efter
noget der er uendeligt!

Mcengdelcere: Uendelighedens moderne
gennembrud

Det var med afseet i Cauchys arbejde, at
Georg Cantor fra omkring 1870 og frem
begyndte at udvikle sin vidtgaende teori om
uendelighed, meengdelaeren. Cantors teori
vokser naturligt frem, hvis vi tager alvorligt,
at nogle objekter i matematik er et slutresul-
tat af en uendelig proces. For eksempel:

 Tallene 1,2,3,4,... opstar ved at genta-
ge processen “leeg 1 til” for evigt. Denne
uendelige proces har som slutresultat et
matematisk objekt, nemlig meengden af
alle positive hele tal 1,2,3,4,..., som vi
bruger symbolet N for.

Ethvert reelt tal (dvs. “kommatal”) er i falge
Cauchy resultatet af en uendelig approk-
simationsproces. Nar samtlige approk-
simationsprocesser er faerdiggjorte, sa
fremkommer der et slutresultat, nemlig
meengden af alle reelle tal, som vi bruger
symbolet R for.

Cantors fidus er altsd, at det, der er opsta-
et efter en eller mange uendelige processer,
kan samles sammen til ét enkelt objekt, en
maeengde. Dette ene objekt bestar maske i
sig selv af uendeligt mange dele. For eksem-
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pel bestar objektet N af de uendeligt mange
tal 1,2,3,4, ...

Cantor begyndte fra omkring 1870 og
frem at udvikle teorien om maengder, altsa
meaengdeleeren, og anfgrt af Hilbert tog den
naeste generation af matematikere teorien
til sig.

Nogle uendeligheder er starre end andre
Leeser man beskrivelsen af maengden R
ovenfor, sa er det klart, at der sker et spring
i kompleksitet i forhold til maengden N:
Maengden N er nemlig “bare” resultatet af en
enkelt uendelig proces, nemlig at blive ved
med at laegge 1 til i al evighed. Men R er det
samtidige resultat af alle teenkelige approksi-
mationsprocesser i Cauchys forstand.

Da vi talte om Hilberts hotel indsa vi, at der
er lige s mange ulige positive hele tal som
der er positive hele tal, fordi de kan sammen-
parres en-til-en, som portieren gjorde. Can-
tor ma have spurgt sig selv, om R virkelig er
et mere kompliceret objekt end N, eller om
det bare ser sadan ud. Helt konkret under-
sggte han, om R er lige sa stor en (uendelig)
meengde som N, altsd om elementerne i R
(dvs. reelle tal) kan parres sammen en-til-en
med tallene 1,2,3,4,... . Til Cantors forbav-
selse opdagede han, at det kan man ikke (se
faktaboks).

Det er klart, at maengden R er mindst lige
sa stor som maengden N, for ethvert posi-
tivt helt tal er jo ogsa et reelt tal. S& Can-
tors opdagelse er altsa, at R er en uendelig
meengde, som er stgrre end den uendelige
meaengde N. Cantor havde dermed opdaget,
at nogle uendeligheder er starre end andre.
Snart opdagede han, at der findes uendeligt
mange niveauer af uendelighed, og uendelig-
heder, der er langt, langt stgrre end N og R.

Fra Kontinuumshypotesen til i dag

Cantor stillede det naturlige spgrgsmal, om
der findes niveauer af uendelighed mellem
N og R. Dette problem optog Cantor meget,
og han formulerede i 1878 den sakaldte
kontinuumhypotese. Den siger, at der findes
intet niveau af uendelighed mellem niveauet
af N og niveauet af R.

Hilbert promoverede problemet som et af
matematikkens vigtigste ulgste problemer.
Farst i 1938 skete der for alvor fremskridt,
da den gstrigske logiker Kurt Godel beviste,
at pa baggrund af de accepterede grund-
principper (aksiomer) for matematik kan
man ikke bevise, at Kontinuumshypotesen
er falsk.

| 1963 beviste den amerikanske matemati-
ker Paul Cohen, at pa baggrund af de accep-
terede grundprincipper for matematik kan
man ikke bevise, at Kontinuumshypotesen
er sand! Dette arbejde vandt Paul Cohen i
1966 matematikkens fornemste pris, Fields
Medaljen, for.

Det kan virke meerkeligt, at der er noget i
matematik man hverken kan bevise eller
modbevise. Hvis man hverken kan bevise
eller modbevise Kontinuumshypotesen, er
den sa sand eller falsk? Pointen er, at det
er viden, vi ikke kan opna pa baggrund af
de grundprincipper, matematikken er byg-
get pa i dag. Det udelukker dog ikke, at der
en dag vil blive fundet nye grundprincipper,
som afger spergsmalet, og det er et forsk-
ningsomrade, som seerligt den amerikanske
maengdeteoretiker Hugh Woodin har staet i
spidsen for siden midten af 1980’erne.

Man mgder en lignende situation i klas-
sik Euklidisk geometri. Parallelpostulatet i
Euklids geometri er det, der sikrer at vinkel-
summen i en trekant er 180 grader. | tusind-
vis af ar forsggte man at bevise Parallelpo-
stulatet pa baggrund af de andre postulater
og aksiomer i Euklids geometri, men i begyn-
delsen af 1800-tallet blev det opdaget, at
man hverken kan bevise eller modbevise
parallelpostulatet.

Hvor har alt dette siden fart os hen? Cohens
metode, som kaldes forcing, fgrte i de fal-
gende artier til en enorm matematisk udvik-
ling. Det viser sig, at stgrrelsen af uendelige
maengder er meget plastisk, og kan manipu-
leres ved at skifte mellem forskellige meeng-
deuniverser, som kaldes modeller. Nar star-
relsen pa en uendelig meengde kan aendre
sig fra en model til en anden, er det groft
sagt, fordi en model kan have stgrre “regne-

kraft” end en anden. Derfor er stgrrelsen af
maengder neert forbundet til informationsind-
hold og kompleksitet. De amerikanske mate-
matikere Donald Martin og Harvey Friedman
lagde i 1970’erne grundstenen til en vidtraek-
kende teori om forbindelse mellem netop
uendelighed og kompleksitet. Forbindelsen
beskrives ved hjeelp af spil.

Uendelige spil, selvfglgelig! B

[ B
VIDERE LASNING

En fin introduktion til Hilberts hotel
og anden sjov leg med uendelighed
er Flemming Topsge: "Jessens Balsal,
Hilberts Hotel -- en appetitveekker”

(i Matematiske Ideer, Matematiklae-
rerforeningen, 1993), og i G. Gamow:
"One Two Three... Infinity” (genoptrykt
af Dover Publications, 2003).

En yderst velskrevet bog, som dog
ogsa er noget mere ambitigs, er J. Still-
well: "Roads to infinity” (A.K. Peters,
2010).

En serigs oversigt over, hvor Kontinuums-
hypotesen star i dag, kan findes pa:
plato.stanford.edu/entries/
continuum-hypothesis/

En avanceret bog, der daekker store
dele af den nyere udvikling som for-
binder uendelighed, spil, og modeller
kan findes i A. Kanamori: "The higher
infinite”, Springer, 2003.
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