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FYSIKERNES
HEMMELIGE
VABEN

Fysikernes form for bogstavregning gar det muligt at udlede nye formler ved
dimensionsanalyse. Dette hemmelige vaben kan andre fagomrader ogsa
have gleede af, da det kan give en dybere forstaelse af sammenheenge,
der ellers blot er erfaringsbaserede.

et er indlysende, at lignin-
gen 18 far = 18 mursten
er noget vravl, selvom
der star 18 pa begge
sider af lighedstegnet. P4 samme
made er 18 sek = 18 m noget vrgvl.
| gymnasiet skal man derfor i fysik-
timerne lave enhedskontrol af sine
udregninger. Hvis en udregning ikke
ender med samme slags enheder pa
begge sider af lighedstegnet, er der
begdet en fejl, som man ber finde og
rette. Den ene side af lighedstegnet
ma for eksempel ikke have enheden
m/sek, medens den anden side af
ligningen har enheden m/sek?. Det
afggrende ved enhedskontrol er, at
enhederne pa hver sin side af lig-
hedstegnet repraesenterer samme
slags fysiske starrelse, for eksempel
den fysiske stgrrelse hastighed.
Eller sagt pa en anden made: De
to sider af ligningen skal have
samme dimension, for eksempel
dimensionen hastighed (som er en
leengde divideret med en tid). Nar
fysikere laver dimensionsanalyse
udnytter de konsekvenser af dette
krav - ikke blot til enhedskontrol,
men ogsa til teoretisk at udlede nye
formler ud fra kendte formler og nye
antagelser.

Da Niels Bohr i 1913 udviklede den
model for brintatomet, som skulle

blive startskuddet til kvantemeka-
nikken og forstaelsen af elektroner-
nes opfersel i atomerne, lod han sig
saledes lede af dimensionsanalyse.
Og der er mange spgrgsmal inden-
for fysikken, man kan teenke sig til
svaret pa ved hjeelp af dimensions-
analyse - uden at udfgre et eneste
eksperiment. For eksempel, hvor
lang tid det tager et timeglas pa
Manen at temmes.

Det er imidlertid ikke kun fysikere,
der har gleede af dimensionsanaly-
se. Ogsa specialiserede ingeni-
grer, for eksempel dem, der laver
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hydrodynamiske og aerodynamiske
modelforsgg, bruger dimensions-
analyse som et vigtigt veerktgj. Men
slagkraften af dimensionsanalyse
er skjult for mange, der kunne have
udbytte af tankegangen - ogsa uden
for fysik og specialiserede ingeni-
grfag. Artiklen her er ment som en
introduktion til dimensionsanalyse
og teenkningen bag.

Symboler i fysik og matematik
| matematik og fysik udtrykker vi os
ved hjeelp af symboler. Talsymboler,
eksempelvis 18, nar vi regner med
tal (aritmetik). Bogstaver som plads-
holdere for tal, nar vi regner med
bogstaver i matematik (algebra). |
fysik regner vi, som i matematik,
ogsa med bogstaver. Her er bog-
staverne imidlertid pladsholdere
for fysiske starrelser, ikke for tal.
Kort fortalt er dimensionsanalyse
relevant, nar vi regner med formler,
hvor bogstaverne i formlerne reprae-
senterer fysiske stgrrelser, ikke tal
som i matematikken.

For at tydeliggare teenkningen

bag dimensionsanalyse vil vi groft
skitsere de tre abstraktionsspring
ved brugen af symboler i matematik
og fysik gennem menneskehedens
historie:



Pythagoras’ saetning

Et af de enkleste eksempler pa dimensionsanalyse er
det nedenstaende bevis for Pythagoras’ seetning. Ud-
over at vaere enkelt, er eksemplet ogsa dialogabnende
i forhold til umiddelbart dimensionsanalyse-skeptiske
matematikere. | online-versionen af artiklen findes fle-
re, mere komplicerede, men ogsa mere repreesentative
eksempler.

De fleste kender formlen ¢?= a®+b? som udtrykker
forholdet mellem sideleengderne i en retvinklet trekant.
Det er en meget bergmt geometrisk seetning, som der
findes hundredvis af mere eller mindre komplicerede
beviser for (se fx. www.cut-the-knot.org/pythagoras/
som indeholder en samling pa 120 af slagsen). Her vil
vi skitsere et dimensionsargument for saetningen.

En retvinklet trekant er entydigt bestemt ud fra leeng-
den af hypotenusen, ¢, og den mindste vinkel, 6.
Arealet A af trekanten er saledes ogsa en entydigt be-
stemt funktion af disse to starrelser.

Pa figuren er den retvinklede trekant opdelt i to ret-
vinklede trekanter med henholdsvis arealerne A og A,.
Det ses af figuren, at de to trekanter har samme form
som den store trekant, begge med vinklen 6 som deres
mindste vinkel, men med hypotenuserne b og a.

Arealet af den oprindelige trekant opfylder:

kunne fa dimensionen areal ud af stgrrelserne c og 6.
Tilsvarende geelder A, = a>f(6) og A, = b>f(6).

Leeg meerke til, at vi ikke behgver kende det eksakte

A=A+A,

Nu vil vi bruge dimensionsanalyse til at ga et skridt

videre i beviset.

Da vinklen 6 er dimensionslgs (den har ikke en fysisk

udtryk for f(6). Vi har kun brug for, at f(6) er entydigt
bestemt. (I dette tilfeelde kan vi dog beregne

f(6) = 1/2-cos(6)sin(6).)

Seetter vi udtrykkene ind i A = A + A far vi:

enhed), og arealet af trekanten skal have dimensionen

areal (l,engde gange lzengde), ma A af dimensionsgrunde
veere tvunget til at have formen ¢2f(6), hvor fer en
entydig funktion alene af 6. Vi vil ikke pa andre mader

Ved at teelle har man i forhisto-

risk tid kunnet na frem til, at mine
otte far plus dine fem far tilsam-
men udger en flok pa tretten far.
Ligeledes har man kunnet finde

ud af, at hvis vi bunker mine otte
mursten med dine fem mursten,

sa har vi tretten mursten i bunken.
Abstraktionsspringet bestar da i,

at otte plus fem er tretten, uanset
om det drejer sig om far, mursten
eller alt muligt andet. Med vor tids
skrivemade geelder udsagnet: 8 + 5
= 13, generelt for tal. At der er tale
om en abstraktion ses af, at det er
noget, der kreever undervisning i de
sma klassetrin i skolen. Nar man i
dag snakker om at teelle pa fingre-
ne har det altsa ikke sa meget med
fingre at gare, som det har med en

abstrakt teenkemade at gare.

Det andet abstraktionsspring bestar
i at erstatte tal med bogstaver. Ab-
straktionsgraden gges selvfglgelig,
nar vi lader bogstaver veere plads-
holdere for tal. Lad os som illustra-
tion se pa udtrykket (a+b)(a-b). Ved
at benytte regnereglerne for tal for
a og b kan parenteserne ganges

ud til a2 - ab + ba - b2. Da ab = ba
fas derfor (a+b)(a-b) = a%-b? som en
alment geeldende formel. Da vi har
udfert de samme operationer med
a og b, som vi kunne gagre med for
eksempel tallene 17 og 3%, eller
alle mulige andre par af tal, ses den
enorme gkonomiske gevinst ved
abstraktionsspringet fra at regne
med tal (aritmetik) til at regne med

c2f(0) = a>f(6) + b>f(6)

Ved division med f(6) pa begge sider af lighedstegnet fas
c2=a2+b?

altsa Pythagoras' saetning.

bogstaver (algebra): Ved at regne
med bogstaver kan vi pa en gang
finde formler som geelder for alle
talsituationer. Fantastisk!

Det tredje abstraktionsspring er, nar
bogstaverne i formelregning forstas,
ikke som pladsholdere for tal, men
som pladsholdere for fysiske stgr-
relser. Hvis vi siger, at Lise og Anna
vejer lige meget, eller at Jan vejer
dobbelt s& meget som de to hver
for sig, er det udsagn om fysiske
stgrrelser, ikke om tal. Vi behgver
ikke tal for at bekreefte udsagnene.
Det fgrste udsagn kan bekraeftes
ved at Lise og Anna seetter sig i hver
sin ende af en vippe. Det andet ved
at Lise og Anna sammen sidder i
den ene ende af vippen og Jan i
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Dimensionsanalyse - sadan ger man!

Arbejdet med denne artikel har veeret vanskeligt:
Hvordan skrive en artikel om udledning af formler uden
illustrerende brug af formler? | det vaesentlige har vi
undgaet formlerne, da erfaringen er, at mange, ogsa
blandt lzeserne af dette blad, gar uden om formler. Til
leesere, som har faet lyst til at vide mere om, hvordan
man faktisk gar, har vi udarbejdet fem eksempler pa
dimensionsanalyse, som du kan finde pa AktuelNatur-
videnskab.dk og i en udvidet onlineversion af artiklen.

| dette ekstramateriale har vi udfoldet de to eksem-
pler naevnt i artiklen om at finde svingningstiden og
omlgbstiden for henholdsvis et pendul og en satellit, og
hvorfor permeabiliteten ngdvendigvis ma afhaenge af
kvadratet pa sterrelsen af partiklerne, nar vand strem-

Desuden har vi et eksempel fra biologiens verden om,
hvor hurtigt fugle basker med vingerne i stillestaende
luft samt to yderligere fysikeksempler om starrelsen pa
et atom, og hvor hurtigt sand Igber gennem et timeglas

mer gennem materialer (Darcys lov).

den anden. Ligningerne m = m, og
m +m, = m, for masserne af Lise,
Anna og Jan giver mening, uden at
vi skal en omvej omkring enheder
og tal. | fysikken har det gennem de
seneste par hundrede ar gradvist
staet klarere, at bogstavregningen

i teoretisk fysik repraesenterer reg-
ning med fysiske starrelser fremfor
med tal. Massen af Lise er ikke et
tal. Den kan udtrykkes ved et tal
gange en enhed, for eksempel 50
kg. Men den kan ogsa beskrives
som 50.000 g. Eller som 110,23 Ib.
Uanset hvilke enheder med dertil
hgrende tal, vi benytter, er det star-
relsen massen af Lise, der er tale
om. Og i teoretisk fysik behgver vi
ikke veelge enheder for at foretage
beregninger. Det er forst, nar vi
sammenligner med malinger, at

vi har behov for enheder og dertil
hgrende tal.

Stoarrelser og dimensioner i fysik
| geometri kan vi sige, at for ek-
sempel hypotenusen i en retvinklet
trekant har dimensionen leengde.
Man skriver [c] = L, som skal laseses
som “dimensionen af ¢ er leengde”.
Med laengde som enkeltstaende ba-
sisstgrrelsesart geelder sa [c?] = L2,
idet c? er af den af basisstgrrelses-
arten leengde afledte stgrrelsesart
areal. Da stgrrelsesarten vinkel

er afledt som forholdet imellem to
leengder, kan vi for en vinkel, @,
skrive [@] = 1, hvor 1-tallet marke-
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pa manen.

rer, at stgrrelsesarten vinkel regnes
dimensionslgs. Alt sammen meget
formelt og umiddelbart veerdilgst,
hvis ikke det kunne fungere som en
overgang til, hvordan der arbejdes
med basisstgrrelsesarter, afledte
starrelsesarter og dertil svarende
dimensioner i fysik.

Det internationalt vedtagne Sl-sy-
stem, som leerebggerne i fysik nu
om dage skrives i overensstem-
melse med, er opbygget af to om-
gange. Farst er det fastlagt, hvilke
basisstarrelsesarter systemet skal
bygges pa. Nemlig starrelsesarterne
leengde, masse, tid, elektrisk strgm-
styrke, temperatur, lysstyrke og stof-
maengde. Derefter er der besluttet
enheder for basisstgrrelsesarterne,
nemlig meter, kilogram, sekund,
ampere, kelvin, candela og mol.
Herudfra kan der defineres afledte
stgrrelsesarter med hertil hgrende
dimensioner og afledte enheder.
For eksempel er stgrrelsesarten
hastighed afledt af basisstgrrelses-
arterne leengde og tid med dimen-
sionen L/T og enheden m/sek, idet
dimensionen af stgrrelsesarten tid
kaldes T. Kort fortalt har Sl-syste-
met haft en dobbelt betydning for
fysik. | forhold til eksperimentalfysik
leverer det maleenheder. | forhold
til teoretisk fysik styrer det, i kraft af
valget af basissterrelsesarter, ma-
den formler skrives pa, og maden
starrelsesregning i fysik foregar pa.
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Teoretisk forskning ved hjeelp
af dimensionsanalyse

Nar bogstavregning i fysik forstas
som regning med fysiske starrelser
med forskellige dimensioner, er det
ikke sa sveert at forsta, hvad dimen-
sionsanalyse bygger pa. Det giver
kun mening at addere, subtrahere
eller seette fysiske stgrrelser lig
med hinanden, hvis de har samme
dimension. Derimod giver det me-
ning at gange og dividere fysiske
starrelser med hinanden til nye
slags starrelser. For eksempel kan
hastigheden 1 m/sek opnas ved at
dividere 18 meter med 18 sekun-
der. Ved bogstavregning med fysi-
ske starrelser ganger og dividerer vi
med bogstaverne som pladsholdere
for pakker af tal gange enheder.
Men vi kan kun addere og subtrahe-
re bogstaver, der repreesenterer
stgrrelser med samme dimension.
Og vi kan kun seette bogstavud-
tryk lig hinanden, hvis stgrrelserne
pa hver side af lighedstegnet har
samme dimension. Det er kernen i
dimensionsanalyse.

Ved anvendelse af Newtons mekanik
kan svingningstiden for penduler ud-
regnes til at veere givet ved formlen

T :217\/%, hvor t er pendulets
svingningstid, og | og g er hen-
holdsvis pendulets leengde og
tyngdefeltstyrken pa Jorden. Ved

en anden slags anvendelse af
Newtons mekanik kan omigbstiden



for satellitter naer Jordens overfla-
de udregnes til at veere givet ved
formlen t =2m/R/g, hvor t nu er
omlgbstiden for satellitter, og R og
g henholdsvis er Jordens radius og
tyngdefeltstyrken pa Jorden.

De to formler, kan ogsa udledes

ved dimensionsanalyse - bortset
fra faktoren 2mr i formlerne. Ifglge
formlerne afhaenger hverken pendul-
svingningstider eller satellit-omlgbs-
tider af henholdsvis pendulernes
eller satellitternes masser. Det er
umiddelbart til at forsta ud fra dimen-
sionsanalyse. Vi kan nemlig ikke fa
dimensionerne til at passe, hvis vi i
en formel for t lader en masse indga
pa hgjre side af formlen. Dimensions-
analysen forklarer ogsa, hvorfor form-
lerne er ens bortset fra ombytningen
af pendulleengden og Jordens radius,
selvom méaderne de traditionelt udle-
des pa afviger fra hinanden.

Et veerktgj ikke kun for fysikere
Ogsa uden for fysik kan man teore-
tisk teenke sig til formler ved hjeelp
af dimensionsanalyse. | hydrogeologi
bruger man udtrykket permeabilitet
til at beskrive vands beveegelse igen-
nem materialer i undergrunden (for

eksempel sand eller grus). Ifglge lee-
rebogslitteraturen i hydrogeologi er
det en maleerfaring, at permeabilite-
ten er proportional med kvadratet pa
starrelsen af partiklerne i materialet.
Dimensionsanalyse viser imidlertid,
at det, med de gjorte antagelser i
hydrogeologi, ikke kan veere anderle-
des. Nar maleresultatet viser, at per-
meabiliteten afhaenger af kvadratet
pa starrelsen af partiklerne, er det
derfor ikke sa interessant, som hvis
det viste en afvigelse herfra. For sa
ville det nemlig rette sggelyset imod
primaere antagelser i hydrogeologi-
en. Man kan ogsa teoretisk taenke
sig til resultater i biologi ved hjeelp
af dimensionsanalyse. Hvor hurtigt
basker en stillestaende leerke med
vingerne, sammenlignet med hvor
hurtigt en stillestdende hag basker
med sine vinger?

Dimensionsanalyse er altsa ikke for-
beholdt fysik - alle fag, der teenker i
fysiske starrelser, kan have gleede af
det. Permeabiliteten i hydrogeologi
og vingebaskefrekvensen for stille-
staende fugle er lige savel fysiske
stgrrelser (med reference til SI-sy-
stemet), som de fysiske starrelser, vi
udregner formler for i fysik.

Men opfattelsen af formler er afga-
rende for at udfgre dimensionsana-
lyse bade i fysik og andre fag.

Den mest udbredte opfattelse af
formler er, at de er en form for
stenografisk fremstilling af ma-
leresultater. Og opfattet saledes,
giver det ikke mening at na frem til
formlerne ved hjeelp af dimensi-
onsanalyse. Vi méa da ngjes med
enhedskontrol.

Dimensionsanalyse heenger sam-
men med en teoretisk tilgang til
udledningen af formler: Givet de
og de formler i forvejen sammen-
holdt med de og de antagelser til
lejligheden, hvad fgrer det til? Det
er i en sadan situation, at dimen-
sionsanalysen kan veere teoretisk
vejledende.

At dimensionsanalysen er et
hemmeligt vaben for fysikere frem
for udgvere af andre fag, haenger
neerliggende sammen med tyngden
af formaliseret teori i fysik. Ikke
desto mindre er dimensionsanaly-
sen overset som teenkemade, ikke
alene i andre fag, men ogsa blandt
mange fysikere . [ ]
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