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GEOMETRI

— nar faktorernes orden
har betydning

En af geometriens nyeste sidegrene handler populaert sagt om at forsta,
hvad der sker, nar reekkefalgen af begivenheder ikke er ligegyldig.
Denne form for geometri - kaldet ikke-kommutativ geometri - kan siges
at repraesentere en fascinerende deformeret virkelighed,
der eksisterer side om side med den verden, vi kender.

oderne geometri er en

matematisk disciplin i

rivende udvikling og i

teet samspil med andre
videnskaber. Man kan sammen-
ligne udviklingen med et vildt og
hurtigt voksende tree, der bredder
sig ukontrolleret i alle retninger via
nye skud og overraskende forbindel-
ser. | denne tekst vil jeg introducere
et enkelt af de nyeste og rigeste
topskud pa geometriens tree, som
jeg selv er dybt fascineret af. Denne
gren kaldes for ikke-kommutativ
geometri og er vokset frem af de
inspirerende tanker, som den ind-
flydelsesrige franske matematiker
Alain Connes gjorde sig i slutningen
af det 20. arhundrede.

Ordet “ikke-kommutativ” betyder, at
det ikke er ligegyldigt i hvilken reek-
kefelge, man udfgrer to handlinger.
For at tage et dagligdags eksempel,
sa er det helt sikkert ikke ligegyl-
digt, om man farst tager tgj pa og
dernaest gar ud pa gaden, eller

om man fgrst gar ud pa gaden og
dernaest tager tgj pa. Reekkefalgen
af disse to handlinger kan lede til
vidt forskellige resultater. Rent ma-
tematisk kan ikke-kommutativitet
beskrives med fglgende udtryk:

X-Y#Y-X

Det vil sige, at reekkefglgen af sym-
bolerne X og Y har en betydning, nar

Den alsidige franske matematiker Alain Connes har staet fadder til feltet ikke-
kommutativ geometri. Foto: Peter Potrowl/CC BY-SA 3.0

man ganger dem sammen. Vi siger
ogsa, at X og Y ikke kommuterer.
Det er neermest umuligt at overvur-
dere, hvor vigtig en rolle idéen om
ikke-kommutativitet har for moderne
videnskab. For eksempel kunne X
og Y veere observerbare faenomener
i kvantemekanisk forstand, hvor

det viser sig at veere afggrende, at
disse feenomener ikke kommuterer.
Man kan naermest sige, at ikke-kom-
mutativitet udggr forskellen pa klas-
sisk mekanik og kvantemekanik.

Men hvad har ikke-kommutativitet at
ggre med geometri? En del af svaret
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er, at ikke-kommutativ geometri er
en udvidet form for geometri, der
ogsa geelder i situationer, hvor vores
seedvanlige intuition om geometri er
sat ud af kraft. Det vil sige situatio-
ner, hvor man ikke uden videre kan
benytte sig af den geometriske for-
staelse, som vi alle har udviklet ved
at beveege os rundt i den verden, vi
kender. For at give et eksempel kan
ikke-kommutativ geometri handle
om de geometriske love, der geelder
inde i et atom, og ikke-kommutativ
geometri har derfor teette forbin-
delser til partikelfysik. Men der er
ogsa en solid maengde matematisk



Lineeer foliering

Kronecker-foliering

Snor man en tynd trad rundt om en badering med en fast vinkel, beskriver traden matematisk set en sakaldt foliering af baderin-
gen. Er vinklen et rationalt tal, vil snoren vende tilbage til sit udgangspunkt efter et endeligt antal snoninger rundt om baderingen
(lineeer foliering). Er vinklen derimod et irrationalt tal, vil snoren aldrig na tilbage til sit udgangspunkt (Kronecker-foliering).

Illustration efter: User Lantonov/Wikemedia Commons/CC BY-SA 4.0

motivation for at beskeeftige sig med
en udvidet form for geometri.

Pa opdagelse pa baderingen
Et af de mest bergmte eksempler
pa en geometrisk situation, der kan
beskrives med en ikke-kommutativ
tilgang, kan forklares ved at kigge
pa en badering. Man forestiller sig
nu, at man tager en syletynd trad
og vikler den rundt om sin badering,
idet man hele tiden fastholder en
bestemt vinkel. Dette kan veere
besveerligt at ggre i praksis, men vi
foretager her et tankeeksperiment.
Den fastholdte vinkel betegnes
normalt med det graeske bogstav 0
(theta).

Der kan nu forekomme to vidt
forskellige situationer, alt efter om
vinklen 0 er en brgk eller e]. Det

vil sige, alt efter om vinklen O er et
rationalt eller et irrationalt tal. Gode
eksempler pa rationale tal (broker)
er tallene 1/3, 1/2, 4/5 osv., mens
gode eksempler pa irrationale tal er
tallene \/5, T, log(2).

| situationen, hvor vinklen O er rati-
onal, sker der det, at den syletynde
trad vender tilbage til sit begyn-
delsespunkt, nar vi har viklet den
rundt om baderingen et endeligt
antal gange (hvis 0 for eksempel er
4/5, skal vi blot fem gange rundt,
for dette sker). | situationen, hvor

vinklen O er irrational, vender den
syletynde trad aldrig tilbage til sit
begyndelsespunkt, og vi kan derfor
blive ved i al uendelighed med at
vikle den rundt om baderingen. Det
bliver saledes ngdvendigt at bruge
en uendelig lang trad, og efter et
stykke tid vil det ligne, at hele bade-
ringen er deekket med trad. | begge
tilfeelde har vi beskrevet en sakaldt
foliering af vores badering.

Pa fransk hedder foliering “feuille-
tage” og kan referere til en seerlig
slags dej, der bestar af mange
meget tynde lag af dej og som for
eksempel kan bruges i bagveerk.
De enkelte lag i dejen kaldes da for
folieringens blade (“feuillets”). Man
kan ogsa teenke pa en foliering,
som om det var en bog, hvor de
enkelte sider i bogen udggr folierin-
gens blade. | vores eksempel med
baderingen beskriver den syletynde
trad folieringens blade.

Den ikke-kommutative
badering

Lad os kigge neermere pa situatio-
nen, hvor vinklen 0 er et irrationalt
tal. Det vil sige den situation, hvor
vi har brug for en uendelig lang

og syletynd trad for at beskrive
folieringen af baderingen. Denne
foliering af baderingen kaldes for
Kronecker-folieringen og er opkaldt
efter den jodiske matematiker
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Leopold Kronecker. | grove treek
handler denne folierings geometri
om at forstd, hvad der sker, hvis
man har to variable X og Y, som
ikke kommuterer, men som i stedet
opfylder ligningen:

X-Y=0-Y-X (*)

Det vil sige, at de to variable X og
Y kommuterer op til vores vinkel 0,
sa hver gang X og Y bytter plads,
dukker vores vinkel 6 op som

et slags korrektionsled. Denne
specielle made at regne pa tillader
os at forsta Kronecker-folieringens
geometri, og nar vi anvender dette
synspunkt, taler vi om en ikke-kom-
mutativ badering.

Hvis man bevaeger sig rundt pa en
ikke-kommutativ badering, ople-
ver man et bemeerkelsesveerdigt
feenomen, som jeg vil forklare lidt
nzermere. Lad os teenke pa bade-
ringen, som om den var et kvadrat,
hvor kanterne er blevet limet sam-
men parvist (sddan som de fleste
baderinge nok er fremstillet). Vores
saedvanlige geometriske intuition
forteeller os, at vi kommer det sam-
me sted hen, hvis vi starter et sted
pa kvadratet og

« fgrst gar et skridt mod gst og der-
naest et skridt mod nord, eller

« forst gar et skridt mod nord og
derneest et skridt mod gst.
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Udtrykket foliering
kender vi for eksem-
pel ogsa fra folieret
bagveerk, som er
kager eller bragd, hvor
dejen foldes og rulles
ud mange gange, sa
den kommer til at
besta af mange tynde
lag (blandt andet er
croissanter lavet pa
denne made).
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| den verden, vi kender, er det
ligegyldigt, hvilken reekkefalge vi
tager disse to skridt i - vi ender det
samme sted under alle omsteendig-
heder.

Nu taler vi imidlertid om en ikke-
kommutativ badering, som pa en
subtil made er blevet deformeret af
vores irrationale vinkel 0. Her er det
ikke ligegyldigt, om vi farst gar mod
gst og dernaest mod nord, eller om
vi gar det i den omvendte reekke-
fglge. Den ligning, vi har beskrevet
i (*) forteeller os, at vi ikke ender
det samme sted, fordi vi uveegerligt
bliver skubbet ud af kurs af den
irrationale vinkel 0!

En deformeret virkelighed
Hvordan denne type af geometrisk
opfarsel kan beskrives og forstas
rent matematisk har beskeeftiget
en lang reekke af matematikere og
gor det stadigveek den dag i dag. |
virkeligheden viser det sig, at den
ikke-kommutative badering og
andre lignende objekter slet ikke
eksisterer som rumlige starrelser

i seedvanlig forstand, men i stedet
udelukkende giver mening i en ab-
strakt algebraisk forstand.

Dermed indskriver ikke-kommutativ
geometri sig blandt de matematiske
teorier, der beskeeftiger sig med
felgende korrespondance:

Det geometriske objekt i sig selv
!
Observationer fra
det geometriske objekt

Den gverste del af korrespondan-
cen skal her forstas som en rumlig
starrelse (for eksempel jordkloden),
og den nederste skal forstas som
malinger foretaget overalt pa denne
rumlige starrelse (for eksempel
temperaturmalinger). Den gverste
del vil da opfare sig som et geome-

trisk objekt, der kan beskrives med
klassiske geometriske metoder
(afstande, vinkler, volumen, retning,
Krumning osv.), mens den nederste
del bedst kan forstas ved hjeelp af
algebraiske metoder (multiplikation
og addition) i samspil med raffine-
rede konvergensbegreber (hvad det
vil sige, at noget neermer sig noget
andet). Ikke-kommutativ geometri
beskeeftiger sig med deformationer
af den nederste del, som stadigveek
giver mening i algebraens og kon-
vergensens verden, men hvor den
gverste del ikke laengere eksisterer.
Dog har den nye deformerede ne-
derste del som regel en lang reekke
karakteristika, der forbinder den
med det oprindelige geometriske
objekt, som vi kender det. Pa den
made giver det mening at taenke

pa ikke-kommutativ geometri som
en udvidelse af den seedvanlige
geometri til en ny og fascinerende
deformeret virkelighed, der eksiste-
rer side om side med den verden,
vi kender. Man kan maske endda
sige, at den deformerede geometri
eksisterer som en integreret, men
usynlig, del af den virkelighed, vi
alle befinder os . [ ]
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